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Kapitel 1

Haufigkeiten

Wahrscheinlichkeiten sind bei Bridge ein haufig diskutiertes Thema und kénnen
bei Entscheidungen am Tisch eine wesentliche Rolle spielen.

Wir betrachten hier, wieviele Moglichkeiten es gibt, aus dem vollen Karten-
satz ein Board zu teilen, sowie die (relativen) Héufigkeiten fiir die Verteilung
der 13 Karten einer Hand auf die Farben.

1.1 Wieviele Teilungen gibt es?

Eine interessante Frage ist, ob es wahrscheinlich ist, ein Board, das man in der
Vergangenheit gepspielt hat, irgendwann mit identischen Teilungen fiir alle vier
Hénde wieder bekommt.

Beurteilen ldsst sich dies, indem man iiberlegt, wieviele Moglichkeiten es
gibt, ein komplettes Board aus den 52 zur Verfiigung stehenden Karten zu
teilen.

Die Antwort dazu kénnen wir mit Hilfe der Kombinatorik erhalten: Wir
haben eine Menge von 52 unterschiedlichen Objekten (die 52 Karten eines
vollstandigen Kartenspiels), aus denen wir nacheinander 13 Karten ziehen und
jeweils auf die vier Hande verteilen. Fiir das Ziehen von 13 Karten aus einem
Stapel von n Karten sagt die Kombinatorik, dass es dafiir

o)

Moglichkeiten gibt. n verdndert sich entsprechend des Teilungsprozesses: fiir
die erste Hand stehen 52 Karten zur Verfiigung, fir die zweite Hand nur
noch 39 und fiir die dritte Hand entsprechend 26 Karten. Die vierte Hand
ergibt sich dann automatisch aus den verbleibenden 13 Karten. Die Anzahl
der Moglichkeiten fiir alle vier Hinde werden dann miteinander multipliziert,
um die Gesamtzahl der Teilungsmdglichkeiten zu erhalten.

Es gilt also fur die erste, zweite, dritte und vierte Hand:

52 52!
N, = < ) = ——— = 635.013.559.600

13 13!- 39!
39 39!
Ne = <13> = Do g = 5122425444
26 26!
Ns = = ——— =10.400.600
’ (13> 13!-13!
Ny=1



KAPITEL 1. HAUFIGKEITEN 2

Insgesamt gibt es somit
N = Nj-Ns-Ns3-Ny=>53.644.737.765.488.792.839.237.440.000

unterschiedliche spielbare Boards. Die Wahrscheinlichkeit, dasselbe Board ein
zweites Mal zu erhalten, ergibt sich aus dem Kehrwert von N zu:

1

—————— — = (,0000000000000000000000000000186411573931363
N - Ng - N3 - Ny ’

Anschaulich betrachtet bedeutet dies folgendes: Angenommen, ein Computer
spielt jede Millisekunde 1 Board, dann dauert es ca. 1 Trillion Jahre, bis man
erwarten kann, ein schon mal gespieltes Board erneut zu bekommen.

N ist eine derart grofle Zahl, dass das menschliche Gehirn nicht in der Lage
ist, sich davon eine Vorstellung zu machen. Um ein Gefiihl fiir die Gréfle zu
bekommen, habe ich mir die folgenden Visualisierungen ausgedacht:

1. Wir stellen uns vor, dass wir fiir jedes mogliches Bridgeboard auf einem
Papierstreifen einen Strich von 1 mm Stérke mit einem Abstand von 1
mm auf einen Papierstreifen zeichnen. Nun schauen wir uns an, wie lang
dieser Papierstreifens wohl werden wird. Da IV 28 Stellen hat, probieren
wir es mit einem Lichtjahr. Ein Lichtjahr hat eine Lange von

1 Lichtjahr = 300.000.000.000 mm /s-60-60-24-365,24 s = 9,47-10'® mm.

Das sind "nur” 18 Stellen, damit wird der Papierstreifen wirklich lang,
namlich ca. 11 Milliarden Lichtjahre.

2. Man legt fiir jede mogliche Bridgehand ein Sandkorn, ca. 0,1g, auf
einen Haufen. Womit kann die Grofle dieses Sandhaufens wohl verglichen
werden? Mit obiger Vorgabe hat der entstehende Sandhaufen eine Masse
von ca. 5,3-10%* kg. Vergleichbar damit ist der Planet Erde: er hat eine
Masse von ca. 5,9 - 10** kg. Der Sandhaufen nimmt also tatsichlich die
Grofle der Erde an!

1.2 Welches sind die haufigsten Verteilungen?

Interessant ist es auch, herauszufinden, welche Verteilungen einer Bridgehand
wie hdufig vorkommen. Ist beispielsweise eine 4-3-3-3 Verteilung héaufiger als
eine 4-4-3-2 Verteilung? Und wenn ja, was sind die genauen Héufigkeiten?

Die Antwort dazu gibt die Kombinatorik. Daraus lasst sich fiir jede mogliche
Verteilung berechnen, wieviele verschiedene Moglichkeiten es gibt. Die Berech-
nung der Moglichkeiten teilt sich in zwei Faktoren auf: My, Ms:

1. M;: Die Anzahl der Moglichkeiten fiir die Anzahl der Karten pro Farbe.
Diese erhélt man mit Hilfe des Binomialkoffizienten: wenn man aus einer
Menge von n verschiedenen Objekten k Elemente auswihlen will, so gibt
es dafiir

N(n,k) = (Z) (1.2.1)

Moglichkeiten. Auf eine Bridgehand angewendet, ist n = 13 und k eine
der Kartenzahlen aus der jeweiligen Verteilung.

2. Ms: Die jeweilige Verteilung (z.B. 4-4-3-2) muss noch den vier Farben
zugeordnet werden. Die Anzahl der Moglichkeiten dafiir hdngt von der
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Struktur der jeweiligen Verteilung ab:

41 =24 : Kartenzahl verschieden (z.B. 5-4-3-1)

My =412 : zwei Farben mit gleicher Kartenzahl (z.B. 4-4-3-2)
4 : drei Farben mit gleicher Kartenzahl (z.B. 4-4-4-1)
(1.2.2)

Die Gesamtmenge der Moglichkeiten ergibt sich dann aus dem Produkt dieser
beiden Faktoren: M = My - My

Beispiel zur Berechnung fiir die Verteilung 4-4-3-2:

Wir bestimmen zuerst den Faktor M; geméaf (1.2.1):

* Die Anzahl der Méglichkeiten, 4 Karten aus 13 zu ziehen betrégt: (143)

* Die Anzahl der Méglichkeiten, 3 Karten aus 13 zu ziehen betrégt: (133)

* Die Anzahl der Méglichkeiten, 2 Karten aus 13 zu ziehen betrégt: (123)

Fir alle vier Farben ergibt sich die Gesamtzahl der Moglichkeiten aus dem
Produkt der Einzelmdoglichkeiten:

13 13 13 13
M = . . .
(0 () () (5)
Dann bestimmen wir den Faktor Ms geméB (1.2.2): Da die Verteilung
4-4-3-2 zwei Farben mit identischer Kartenzahl aufweist, kommt Zeile 2 zur

Anwendung: My = 12.
Somit ergibt sich als Anzahl der moglichen Verteilungen am Beispiel 4-4-3-

13 13 13 13
M =M, -My,= <4> : (4) . <3> . (2> -12 = 136.852.887.600

Fihrt man obige Rechnung fiir alle moglichen Verteilungen durch, so erhélt
man untenstehende Tabelle 1.2.1.

Der prozentuale Anteil der jeweiligen Verteilung M, ergibt sich dann aus
dem Quotienten der Anzahl M der jeweiligen Verteilung und der Gesamt-
summe aller Moglichkeiten: M, = M /N, wobei N = (?2) = 635.013.559.600.

2:
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Tabelle 1.2.1 Auflistung der Wahrscheinlichkeiten aller Verteilungen

Verteilung Anzahl Prozentualer
M Anteil M,

1. 4-4-3-2 | 136.852.887.600 21,5512 %
2. 5-3-3-2 | 98.534.079.072 15,5168 %
3. 5-4-3-1 | 82.111.732.560 12,9307 %
4. 5-4-2-2 | 67.182.326.640 10,5797 %
5. 4-3-3-3 | 66.905.856.160 10,5361 %
6. 6-3-2-2 | 35.830.574.208 5,6425 %
7. 6-4-2-1 | 29.858.811.840 4,7021 %
8. 6-3-3-1 | 21.896.462.016 3,4482 %
9. 5-5-2-1 | 20.154.697.992 3,1739 %
10. 4-4-4-1 | 19.007.345.500 2,9932 %
11. 7-3-2-1 | 11.943.524.736 1,8808 %
12. 6-4-3-0 8.421.716.160 1,3262 %
13. 5-4-4-0 7.895.358.900 1,2433 %
14. 5-5-3-0 5.684.658.408 0,8952 %
15. 6-5-1-1 4.478.821.776 0,7053 %
16. 6-5-2-0 4.134.297.024 0,6511 %
17. 7-2-2-2 3.257.324.928 0,5130 %
18. 7-4-1-1 2.488.234.320 0,3918 %
19. 7-4-2-0 2.296.831.680 0,3617 %
20. 7-3-3-0 1.684.343.232 0,2652 %
21. 8-2-2-1 1.221.496.848 0,1924 %
22. 8-3-1-1 746.470.296 0,1176 %
23. 7-5-1-0 689.049.504 0,1085 %
24. 8-3-2-0 689.049.504 0,1085 %
25. 6-6-1-0 459.366.336 0,0723 %
26. 8-4-1-0 287.103.960 0,0452 %
27. 9-2-1-1 113.101.560 0,0178 %
28. 9-3-1-0 63.800.880 0,0100 %
29. 9-2-2-0 52.200.720 0,0082 %
30. 7-6-0-0 35.335.872 0,0056 %
31. 8-5-0-0 19.876.428 0,0031 %
32. 10-2-1-0 6.960.096 0,0011 %
33. 9-4-0-0 6.134.700 0,0010 %
34. 10-1-1-1 2.513.368 0,0004 %
35. 10-3-0-0 981.552 0,0002 %
36. 11-1-1-0 158.184 0,0000 %
37. 11-2-0-0 73.008 0,0000 %
38. 12-1-0-0 2.028 0,0000 %
39. 13-0-0-0 4 0,0000 %
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Tabelle 1.2.2 Einige spezielle Wahrscheinlichkeiten:

Haufigkeit Wieviele Spiele

muss man warten?
Single oder Chicane 35,66 % 3
6+ Lange 20,58 % 5
Mindestens 1 Chicane 5,11 % 20
Ter Linge 3,53 % 28
Ser Linge 0,47 % 214
Yarborough 0,06 % 1828
9er Lange 0,04 % 2699
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Yarborough?

Zuerst miissen wir natiirlich klaren, was man unter einem Yarborough ver-
steht: Im engeren Sinne ist das eine Hand, die als hochste Karte eine 9 enthilt.
Oft wird der Begriff aber auch verwendet, um eine ganz schwache Hand zu
bezeichnen.

Woher stammt der Begriff Yarborough? Laut Wikipedia geht er zuriick
auf einen britischen Earl: Charles Anderson-Pelham, 2. Earl of Yarborough :

Der Earl bot jedem 1.000 £, der einen "Yarborough” erzielt, unter
der Bedingung, dass man ihm 1 £ zahlt, wenn dies nicht geldnge.

—Wikipedia

Es erhebt sich natiirlich die Frage, ob die Wette des Earls fiir ihn giinstig war.
Dazu miissen wir herausfinden, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Yarborough
auftritt. Diese berechnet sich zu P = ZZZ};Ill i&; e gslt.lg}fn Fsli‘f J\]f\ﬁ
glichen alle
Wieviele giinstige Falle gibt es? Das sind alle Moglichkeiten, wie 13 Karten
aus dem reduzierten Kartensatz ausgewéhlt werden kénnen: pro Farbe miissen
diese 5 aussortiert werden: As, Konig, Dame, Bube und Zehn. Es bleiben also

noch 32 Karten iibrig, aus denen eine Hand zusammengestellt werden kann:

32 32!
N, = = — 347.373.600
g (13) 13! 19!

Die Gesamtzahl N der Moglichkeiten fiir eine Hand berechnet sich zu:

52 52!
N = (13> = opas = 635.013.559.600

N Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Yarborough-Hand ist dann der Quotient

N
p_ N, 347.373.600
N 635.013.559.600

Anschaulich ausgedriickt bedeutet das, dass man durchschnittlich ca. 1828
Hénde spielen muss, um einen Yarborough aufzunehmen. Damit ist auch klar,
dass die Wette des Earls zu seinen Gunsten ausgeht.

= 0.0547033%


https://de.wikipedia.org/wiki/Charles_Anderson-Pelham,_2._Earl_of_Yarborough
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Schneiden oder schlagen?

In einer Farbe fehlen fast immer einige Karten, die irgendwie bei den Gegnern
verteilt sind. Interessant ist zu wissen, welche Verteilungen wie wahrscheinlich
sind. Beispielsweise moéchte man wissen, wenn 4 Karten fehlen, wie wahrschein-
lich die 4-0/0-4, 3-1/1-3 oder 2-2 Verteilungen sind. Insbesondere kann dies
hilfreich sein, um ggfs. zu entscheiden, ob in einer Farbe ein Schnitt gespielt
werden soll, oder es besser ist, die Topfiguren abzuziehen.

Um die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Situationen zu berech-
nen, muss man auf die Kombinatorik zuriickgreifen.

Gehen wir davon aus, dass n Karten fehlen, dann hat ein Gegner k, der
andere n — k Karten (0 < k < n).

Die Anzahl der Moglichkeiten, wie k bzw. n — k Karten auf die 13 Karten
des jeweiligen Gegners verteilt werden kénnen, ldsst sich mit Hilfe des Binomi-
alkoeffizienten ermitteln:

P 13
b <k >

Fiir seinen Partner gilt dann mit den verbleibenden n — k Karten:

13
P ()

Die Gesamtzahl aller Moglichkeiten, n Karten auf beide Gegner, also 26 Karten,

zu verteilen, betragt
26
= (%)
n

Die Wahrscheinlichkeit fiir spezifische Werte von n und k berechnet sich dann
aus dem Quotienten aus der Anzahl der moglichen Félle (P; - P) dividiert
durch die Anzahl aller Félle N:

(13)( 13 )
o Pl . P2 o k n—=k
Plnk)=—x—= 26

n
Zur Berechnung der Gesamtwahrscheinlichkeit sind jetzt noch zwei Félle zu
unterscheiden: wenn n und n — k gleich grof3 sind, sind die verbleibenden
Karten gleich auf die beiden Gegner verteilt und obiges P(n,k) ist bereits

die Gesamtwahrscheinlichkeit. Sind die beiden Groflen nicht gleich, gibt es
zwei unterscheidbare Verteilungssituationen, die beide beriicksichtigt werden
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miissen, d.h. in diesem Fall muss obige Wahrscheinlichkeit verdoppelt werden
(s. auch Beispiel unten):

PP _
Pn, k) = N -2 wemnk#n—k (3.0.1)
7 PPy NPQ wenn k=n—k

Ein konkretes Beispiel: n = 4, d.h. es fehlen 4 Karten in einer Farbe. Die
Wahrscheinlichkeit, dass diese 4 Karten bei den Gegnern 3-1 oder 1-3 verteilt
sind, berechnet sich dann unter Beriicksichtigung von (3.0.1) wie folgt:

(13)(13)
. 1.4). |
Py = NL\8/ ,_18-1s4t22 o

’ 26 31260 10!
4

So berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, wenn noch keine Stiche gespielt
wurden. Wurden aber schon, sagen wir s, Stiche gespielt, so &ndern sich die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten. Wie aus den folgenden Tabellen zu ersehen
ist, sind diese Anderungen aber nur gering und &ndern nichts am Gesamtbild
iiber die relativen Wahrscheinlichkeiten (eine 3-1 bzw. 1-3 Verteilung bleibt
auch nach mehreren gespielten Stichen, bevor man die kritische Farbe spielt,
wahrscheinlicher als eine 2-2 Verteilung).

Die zugehorige Berechnung sieht dann so aus (s ist die Anzahl der Stiche):

<13 - s) (13 — s)
k n—k
Pls,n. k) = 2 — 25
n
Zum Schlufl einige Tabellen mit den Wahrscheinlichkeitswerten fiir s = 0 — 4
Stiche sowie max. 7 fehlenden Karten vor dem Abspielen der kritischen Farbe.

Tabelle 3.0.1 s =0

Verteilung %

2 fehlende Karten | 1-1 52 %
20/ 02 18 %
3 fehlende Karten | 2-1 / 1-2 78 %
30 / 0-3 22 %
4 fehlende Karten | 2-2 40.7 %
31/13 | 497 %
40 /04 9.5 %

5 fehlende Karten | 3-2 / 2-3 67.8 %
A1/14 [ 283%
50 / 0-5 3.9 %
6 fehlende Karten | 3-3 35.5 %
12724 | 485%
51/15 | 145 %
6-0 / 0-6 15 %
7 fehlende Karten | 4-3 / 3-4 62.2 %
52 /25 | 305%
6-1 / 1-6 6.8 %
70 / 07 05 %
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Tabelle 3.0.2 s =1
Verteilung %

2 fehlende Karten | 1-1 52.2 %

2-0 / 0-2 178 %

3 fehlende Karten | 2-1 / 1-2 78.3 %

3-0 / 0-3 217 %

4 fehlende Karten | 2-2 41.0 %
31/13 | 497 %
10 /04 9.3 %

5 fehlende Karten | 3-2 / 2-3 68.3 %

41 /14 28.0 %

50 / 0-5 37 %
6 fehlende Karten | 3-3 36.0 %
12724 | 485%
51/15 | 141%
6-0 / 0-6 14%

7 fehlende Karten | 4-3 / 3-4 62.9 %

52 ] 2-5 30.2 %

6-1 /16 6.4 %

7-0 / 0-7 05 %

Tabelle 3.0.3 s =2
Verteilung %

2 fehlende Karten | 1-1 52.4 %

2-0 / 0-2 47.6 %

3 fehlende Karten | 2-1 / 1-2 78.6 %

3-0 / 0-3 214 %

4 fehlende Karten | 2-2 414 %
3-1/1-3 49.6 %
10/ 0-4 9.0 %

5 fehlende Karten | 3-2 / 2-3 68.9 %

41 /14 27.6 %

50 / 05 35 %

6 fehlende Karten | 3-3 36.5 %

42 /24 487 %

51/1-5 13.6 %

6-0 / 0-6 12%

7 fehlende Karten | 4-3 / 3-4 63.8 %

52/ 25 29.8 %

6-1 /16 6.0 %

7-0 / 0-7 0.4 %
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Tabelle 3.0.4 s =3
Verteilung %

2 fehlende Karten | 1-1 52.6 %

2-0 / 0-2 A74%

3 fehlende Karten | 2-1 / 1-2 78.9 %

3-0 / 0-3 211 %

4 fehlende Karten | 2-2 418 %
31/13 | 495 %
10 /04 87 %

5 fehlende Karten | 3-2 / 2-3 69.7 %

41 /14 271 %

50 / 0-5 3.2 %

6 fehlende Karten | 3-3 371 %

42 /24 48.8 %

51/ 15 13.0 %

6-0 / 0-6 1.1%

7 fehlende Karten | 4-3 / 3-4 65.0 %

52 ] 2-5 29.3 %

6-1 /16 54 %

7-0 / 0-7 03 %

Tabelle 3.0.5 s =4
Verteilung %

2 fehlende Karten | 1-1 529 %

2-0 / 0-2 471 %

3 fehlende Karten | 2-1 / 1-2 79.4 %

3-0 / 0-3 20.6 %

4 fehlende Karten | 2-2 424 %
3-1/1-3 49.4 %
40 /04 82 %

5 fehlende Karten | 3-2 / 2-3 70.6 %

41 /14 26.5 %

50 / 05 2.9 %

6 fehlende Karten | 3-3 38.0 %

42 /24 48.9 %

51/1-5 122 %

6-0 / 0-6 0.9 %

7 fehlende Karten | 4-3 / 3-4 66.5 %

52/ 25 285 %

6-1 /16 18 %

7-0 / 0-7 0.2 %
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